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Espacio de Fock

Sea {χP(x)} un conjunto de espı́n orbitales ortonormales.
Considérese un determinante de Slater de N electrones for-
mado por N funciones χP :

|Ψ〉 =
1√
N!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
χ1(x1) χ2(x1) · · · χN(x1)
χ1(x2) χ2(x2) · · · χN(x2)

...
...

. . .
...

χ1(xN) χ2(xN) · · · χN(xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

Cada uno de estos determinantes de Slater se asocia con
un vector de número de ocupación

|l〉 = |l1 l2 . . . lM−1 lM〉 donde lP =

{
0 si φP está desocupado
1 si φP está ocupado
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Espacio de Fock

Por ejemplo, si M = 3 los vectores de número de ocupación
son

|0 0 0〉
|1 0 0〉
|0 1 0〉
|0 0 1〉

|1 1 0〉
|1 0 1〉
|0 1 1〉

|1 1 1〉

o si M = 4, entonces los vectores de número de ocupación son

|0 0 0 0〉

|1 0 0 0〉
|0 1 0 0〉
|0 0 1 0〉
|0 0 0 1〉

|1 1 0 0〉
|1 0 1 0〉
|1 0 0 1〉
|0 1 1 0〉
|0 1 0 1〉
|0 0 1 1〉

|1 1 1 0〉
|1 1 0 1〉
|1 0 1 1〉
|0 1 1 1〉

|1 1 1 1〉

2M =
M∑

N=0

(
M
N

)
=

M∑
N=0

M!

(M − N)!N!
Base del espacio de
Fock.
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Base ortonormal

Base ortonormal 〈k |l〉 = δk,l =
∏

P δkP lP
Nótese

Se extiende el producto escalar para determinantes de
Slater con números distintos de electrones

|vac〉 = |0 0 0 · · · 0〉 no es el vector 0 del campo escalar
〈vac |vac〉 = 1

Una aproximación a la función de onda de un estado
electrónico se escribe como

|c〉 =
∑

k

ck |k〉
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Operadores de creación y aniquilación

Operadores de creación y aniquilación.

â†P |k〉 = (1− kP)Γk
P |k1 k2 . . . 1P . . . kµ〉

âP |k〉 = kPΓk
P |k1 k2 . . . 0P . . . kµ〉

con Γk
P =

P−1∏
Q=1

(−1)kQ

A notar:

â†P coloca un electrón en la P-ésima posición si está desocu-
pada. Si está ocupada, arroja como resultado cero.

âP destruye un electrón en la P-ésima posición si está ocu-
pada. Si está desocupada, da como resultado cero.
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Operadores de creación y aniquilación

â†P construye sobre los kets, pero destruye sobre los bras

âP |k〉 = kPΓk
P |k1 k2 . . . 0P . . . kµ〉� 〈k| â†P = kPΓk

P 〈k1 k2 . . . 0P . . . kµ|

Algo similar para los operadores âP , es decir, destruyen so-
bre los kets y crean sobre los bras

â†P |k〉 = (1− kP)Γk
P |k1k2 . . . 1P . . . kµ〉�

〈k | âP = (1− kP)Γk
P 〈k1k2 . . . 1P . . . kµ|

Los operadores de creación y de aniquilación satisfacen las
relaciones de anticonmutación, ({A,B} = AB + BA)

{âP , âQ} = {â†P , â
†
Q} = 0 {â†P , âQ} = δPQ
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Sauza de la Vega, Fernández Alarcón y Rocha Rinza



Representación de operadores en segunda
cuantización

Primera cuantización = Segunda cuantización
S︷ ︸︸ ︷

〈SD(k)| Ôc︸︷︷︸
N

S︷ ︸︸ ︷
|SD(l)〉 = 〈k|︸︷︷︸

N

Ô |l〉︸︷︷︸
N

S→ SÍ depende de los espı́n orbitales
N→ NO depende de los espı́n orbitales

Por lo tanto, los operadores en segunda cuantización,

S︷︸︸︷
Ô ,

dependen de la base de espı́n orbitales
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Reglas de Condon Slater para operadores
monoelectrónicos Ô1 =

∑N
i=1 ĥ(i)

Caso 1: |K 〉 = |· · ·mn · · · 〉

〈K | Ô1 |K 〉 =
N∑
m

[m| ĥ |m] =
N∑
m

〈m| ĥ |m〉

Caso 2: |K 〉 = |· · ·mn · · · 〉 y |L〉 = |· · · pn · · · 〉

〈K | Ô1 |L〉 = [m| ĥ |p] = 〈m| ĥ |m〉

Caso 3: |K 〉 = |· · ·mn · · · 〉 y |L〉 = |· · · pq · · · 〉

〈K | Ô1 |L〉 = 0

indican la manera de construir los operadores monoelectró-
nicos en segunda cuantización
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Operadores monoelectrónicos en segunda
cuantización

La forma más general de un operador monoelectrónico
en segunda cuantización correspondiente a Ôc

1 es Ô1 =∑
PQ hPQâ†P âQ

El valor esperado para un vector de número de ocupación

〈k| Ô1 |k〉 =
∑
PQ

hPQ 〈k| â†P âQ |k〉 =
∑
PQ

hPQδPQ 〈k| â†P âP |k〉︸ ︷︷ ︸
kP |k〉

=
∑

P

hPPkP

de donde

hPP =

∫
χ∗P(x)h(x)χP(x)dx
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Operadores mono y bielectrónicos en segunda
cuantización

Ôc
1 =

N∑
i=1

hc(xi) −→ Ô1 =
∑
PQ

hPQâ†P âQ

Ôc
2 = 1/2

∑
i 6=j

ĝc(x1,x2) −→ Ô2 = 1/2
∑

PQRS

gPQRSâ†P â†RâSâQ

con

ĝc(x1,x2) = ĝc(x2,x1)

hPQ =

∫
χ∗P(x)hc(x)χQ(x)dx

gPQRS =

∫∫
χ∗P(x1)χ∗R(x2)ĝc(x1,x2)χQ(x1)χS(x2)dx1dx2
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Hamiltoniano electrónico en segunda cuantización

Por ejemplo, el Hamiltoniano electrónico es

Ĥ =
∑
PQ

hPQâ†P âQ +
1
2

∑
PQRS

gPQRSâ†P â†RâSâQ + hnuc

con

hPQ =

∫
χ∗P(x)

(
−1

2
∇2 −

∑
I

ZI

rI

)
χQ(x)dx

gPQRS =

∫∫
χ∗P(x1)χ∗R(x2)χQ(x1)χS(x2)

r12
dx1dx2

hnuc =
1
2

∑
I 6=J

ZIZJ

RIJ
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Consideración del espı́n.

Los espı́n orbitales {χP(x)} que constituyen la base para el
espacio de Fock se pueden escribir como

χP(x) = ψp(r)σ(ms),

donde σ(ms) es una función de espı́n α(ms) o β(ms).

Una letra mayúscula representa un ı́ndice en minúscula y σ.
Por ejemplo: ∑

P

→
∑
pσ
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Operadores monoelectrónicos que no dependen del
espı́n

Ô1 =
∑
PQ

hPQâ†P âQ =
∑
pσqτ

hpσ,qσâ†pσâqτ

con

hpσ,qτ =

∫∫
ψ∗p(r)σ∗(ms)h(r)ψq(r)τ(ms)drdms

=

∫
σ∗(ms)τ(ms)dms

∫
ψ∗p(r)h(r)ψq(r)dr

= δστhpq

y entonces

Ô1 =
∑
pσqτ

δστhpqâ†pσâqτ =
∑
pqσ

hpqâ†pσâqσ =
∑
pq

hpq

Êpq︷ ︸︸ ︷∑
σ

â†pσâqσ

=
∑
pq

hpqÊpq
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hpσ,qσâ†pσâqτ

con

hpσ,qτ =

∫∫
ψ∗p(r)σ∗(ms)h(r)ψq(r)τ(ms)drdms

=

∫
σ∗(ms)τ(ms)dms

∫
ψ∗p(r)h(r)ψq(r)dr

= δστhpq

y entonces

Ô1 =
∑
pσqτ

δστhpqâ†pσâqτ =
∑
pqσ

hpqâ†pσâqσ =
∑
pq

hpq

Êpq︷ ︸︸ ︷∑
σ

â†pσâqσ

=
∑
pq

hpqÊpq
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Operadores bielectrónicos que no dependen del espı́n

De manera similar, si un operador bielectrónico no depende
de las coordenadas de espı́n, entonces

Ô2 = 1/2
∑
pqrs

gpqrs(ÊpqÊrs − δqr Êps).

La suma corre sobre ı́ndices de orbitales moleculares y no
espı́n orbitales. Luego, el Hamiltoniano se puede escribir co-
mo:

Ĥ =
∑
pq

hpqÊpq + 1/2
∑
pqrs

gpqrs(ÊpqÊrs − δqr Êps) + hnuc

El operador Êpq es conocido como operador excitación sin-
gulete y tiene propiedades importantes que se discuten a
continuación
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Operadores de excitación singulete

Los operadores Êpq satisfacen las siguientes relaciones[
Êpq, Ŝ−

]
=
[
Êpq, Ŝ+

]
=
[
Êpq, Ŝz

]
= 0

las cuales implican a su vez
[
Êpq, Ŝ2

]
= 0.

Los operadores Êpq permiten realizar excitaciones sobre un
estado de referencia conservando los números cuánticos S
y MS.

Supóngase que |0〉 es un estado de referencia que satisface

Ŝ2 |0〉 = S(S + 1) |0〉 y Ŝz |0〉 = MS |0〉
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Êpq, Ŝ−

]
=
[
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Conservación del espı́n

El estado Êpq |0〉 (si Êpq |0〉 6= 0) tiene los mismos números
cuánticos de espı́n S y MS.

Ŝ2Êpq |0〉 = ÊpqŜ2 |0〉 = Êpq (S(S + 1)) |0〉

= S(S + 1)Êpq |0〉

ŜzÊpq |0〉 = ÊpqŜz |0〉 = ÊpqMS |0〉

= MSÊpq |0〉

Esta propiedad será utilizada más adelante cuando se hable
de CCSD de capa cerrada.
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Rango de una cadena de operadores

El rango de una cadena de operadores de creación y ani-
quilación equivale al número de operadores en la cadena
dividido entre dos.

Por ejemplo,

Cadena Rango
δPQ 0
â†P 1/2
âQ 1/2

Êpq =
∑

σ â†pσâqσ 1
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Êpq =
∑
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Reducción de rango

Sean c1 y c2 dos cadenas de rango r1 y r2. Se puede
demostrar que

Si r1 y r2 son semienteros, entonces {c1, c2} es una
combinación lineal de cadenas cuyo rango no excede
r1 + r2 − 1

Si r1 o r2 son enteros, entonces [c1, c2] es una
combinación lineal de cadenas cuyo rango no excede
r1 + r2 − 1

Por ejemplo, los anticonmutadores elementales

{âp, âQ} = {â†P , â
†
q} = 0

{â†P , âQ} = {â†Q, âP} = δPQ
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Sauza de la Vega, Fernández Alarcón y Rocha Rinza



Algunos conmutadores útiles

Debido a que

[A,BC] = {A,B}C − B{A,C}
ABC − BCA = (AB +��BA)C − B(��AC + CA)

[â†P , â
†
QâR] = ������{â†P , â

†
Q}âR − â†Q{â

†
P , âR}

= −δPRâ†Q

Del mismo modo se deja como ejercicio

[ âP︸︷︷︸
1/2

, â†QâR︸ ︷︷ ︸
1

] = δPQâR︸ ︷︷ ︸
1/2
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Del mismo modo se deja como ejercicio
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, â†QâR︸ ︷︷ ︸
1

] = δPQâR︸ ︷︷ ︸
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Más ejemplos

También se tiene que:

[â†P âQ, â
†
RâS] = δQRâ†P âS − δPSâ†RâQ

Para convencernos de esta relación se considera que

[AB,C] = [A,C]B + A[B,C]

ABC − CAB = (��AC − CA)B + A(BC −��CB)

[ â†P︸︷︷︸
A

âQ︸︷︷︸
B

, â†RâS︸ ︷︷ ︸
C

] = [â†P , â
†
RâS]âQ + â†P [âQ, â

†
RâS]

= −δPSâ†RâQ + δQRâ†P âS

Ejercicio. Evaluar [
â†T âU ,

[
â†P âQ, â

†
RâS

]]
y verificar la reducción de rango.
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] = [â†P , â
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[â†P âQ, â
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[ â†P︸︷︷︸
A
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[â†P âQ, â
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, â†RâS︸ ︷︷ ︸
C

] = [â†P , â
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Con base en el resultado anterior se puede deducir

[Êpq, Êrs] =

[∑
σ

â†pσâqσ,
∑
τ

â†rτ âsτ

]
=
∑
στ

[â†pσâqσ, â
†
rτ âsτ ]

=
∑
στ

(
δqrδστ â†pσâsτ − δpsδστ â†rτ âqσ

)
=
∑
σ

(
δqr â

†
pσâsσ − δpsâ†rσâqσ

)
= δqr Êps − δpsÊrq

Este resultado se utiliza extensivamente en la discusión del
modelo CC que se hace a continuación.
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= δqr Êps − δpsÊrq
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Correlación electrónica

Si |Ψ〉 es un determinante de Slater

ραβ2

(
~r1,~r2

)
= ρα

(
~r1
)
ρβ
(
~r2
)

El movimiento de electrones con coordenadas distintas de
espı́n no está correlacionado, si Ψ es un determinante de
Slater.

Esto es un defecto de aproximar la función de onda de esta
manera. Para corregir esto se construyen funciones de onda
correlacionadas tomando como base el método HF.
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Método de cúmulos acoplados

Una de las maneras de obtener dichas funciones de onda
correlacionadas es el método de cúmulos acoplados (CC por
sus siglas en inglés)

|CC〉 = exp
(

T̂
)
|HF〉

T̂ = T̂1 + T̂2 + ...

T̂1 =
∑
IA

tA
I a†AaI

T̂2 = 1/4
∑
AIBJ

tAB
IJ a†AaIa

†
BaJ

I, J,K , . . . son espı́n orbitales ocupados; A,B,C, . . . son
espı́n orbitales virtuales.
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Energı́a de correlación de CC

Ĥ|CC〉 = Ĥ exp
(

T̂
)
|HF〉 = ECC exp

(
T̂
)
|HF〉 = ECC|CC〉

〈HF|CC〉 = 〈HF|exp
(

T̂
)
|HF〉 = 〈HF|HF〉+������

〈HF|T̂ |HF〉+��. . . = 1

〈HF|Ĥ|CC〉 = ECC

El Hamiltoniano no acopla |HF〉 con exitaciones mayores a
dos:

〈HF|Ĥ|CC〉 = 〈HF|Ĥ
(

1 + T̂ +
1
2

T̂ 2
)
|HF〉 = ECC

ECC − EHF = Ecorr = 〈HF|Ĥ
(

T̂ +
1
2

T̂ 2
)
|HF〉

independientemente del truncamiento de T̂
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Ĥ|CC〉 = Ĥ exp
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CCSD de capa cerrada

T̂ = T̂1 + T̂2

Teorı́a restringida de espı́n

T̂1 =
∑

ia ta
i Êai y T̂2 = 1/2

∑
aibj tab

ij Êai Êbj

Notemos que:[
Êai , Êbj

]
= ��δibÊaj −��

δaj Êbi = 0⇒ tab
ij = tba

ji

|HF〉 es un determinante de Slater de capa cerrada.

Ecorr = 〈HF|Ĥ
(

T̂ + 1/2T̂ 2
)
|HF〉

= 〈HF|Ĥ
(
��̂T1 + T̂2 + 1/2T̂ 2

1 +�
��T̂1T̂2 +���1/2T̂ 2

2

)
|HF〉

= 1/2
∑
aibj

(tab
ij + ta

i tb
j )〈HF|ĤÊai Êbj |HF〉
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(

T̂ + 1/2T̂ 2
)
|HF〉

= 〈HF|Ĥ
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Reducción de rango

Para evaluar el elemento de matriz 〈HF|ĤÊai Êbj |HF〉, pode-
mos aprovechar el hecho que 〈HF|Êai = 〈HF|Êbj = 0

〈HF|ĤÊai Êbj |HF〉 = 〈HF|
[
Ĥ, Êai

]
Êbj |HF〉 = 〈HF|

[[
Ĥ, Êai

]
, Êbj

]
|HF〉

Como

Ĥ =
∑
pq

hpqÊpq +
1
2

∑
pqrs

gprsr

(
ÊpqÊrs − δqr Êps

)
+ hnuc

es necesario evaluar los conmutadores:

[[
Êpq, Êai

]
, Êbj

]
[[

ÊpqÊrs, Êai

]
, Êbj

]
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ÊpqÊrs, Êai
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hpqÊpq +
1
2

∑
pqrs

gprsr

(
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Ecorr en CCSD de capa cerrada

Acerca del primer conmutador, se tiene que:

[[
Êpq, Êai

]
, Êbj

]
=
[
δqaÊpi − δpi Êaq, Êbj

]
= δqa

[
Êpi , Êbj

]
− δpi

[
Êaq, Êbj

]
= δqa

(
��δibÊpj − δpj Êbi

)
− δpi

(
δqbÊaj −��

δaj Êbq

)
= −δqaδpj Êbi − δpiδqbÊaj

Ninguno contribuye a Ecorr porque 〈HF|Êbi = 〈HF|Êaj = 0

y para el segundo empezamos con:[
ÊpqÊrs, Êai

]
=
[
Êpq, Êai

]
Êrs + Êpq

[
Êrs, Êai

]
= δqaÊpi Êrs − δpi ÊaqÊrs + δsaÊpqÊri − δri ÊpqÊas
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]
= δqa

[
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Ecorr en CCSD de capa cerrada[[
ÊpqÊrs, Êai

]
, Êbj

]
=
[
δqaÊpi Êrs − δpi ÊaqÊrs + δsaÊpqÊri − δri ÊpqÊas, Êbj

]

= δqa

[
Êpi Êrs, Êbj

]
− δpi

[
ÊaqÊrs, Êbj

]
+ δsa

[
ÊpqÊri , Êbj

]
− δri

[
ÊpqÊas, Êbj

]
= δqa

([
Êpi , Êbj

]
Êrs + Êpi

[
Êrs, Êbj

])
− δpi

([
Êaq , Êbj

]
Êrs + Êaq

[
Êrs, Êbj

])
+ δsa

([
Êpq , Êbj

]
Êri + Êpq

[
Êri , Êbj

])
− δri

([
Êpq , Êbj

]
Êas + Êpq

[
Êas, Êbj

])
= δqa

(
−��δibÊpj − δpj Êbi

)
Êrs + δqa

(
δsbÊpi Êrj − δrj Êpi Êbs

)
− δpi

(
δqbÊaj −��δaj ÊbqÊrs + Êaq

[
Êrs, Êbj

])
+ δsa

(
δqbÊpj Êri − δpj ÊbqÊri + Êpq

(
��δibÊrj − δrj Êbi

))
− δri

(
δqbÊpj Êas − δpj ÊbqÊas + Êpq

(
δsbÊai −���

δaj Êbs

))
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Êri + Êpq
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Êas, Êbj
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])
+ δsa

(
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]
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Êri , Êbj
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��δibÊrj − δrj Êbi
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])
− δpi

([
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Êpq , Êbj
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Ecorr en CCSD de capa cerrada

Considerando solo los cuatro términos que contribuyen a
Ecorr en la ecuación anterior, se tiene que:

Ecorr =
1
2

∑
aibj

(
tab
ij + ta

i tb
j

)(1
2

)∑
pqrs

gpqrs×

〈HF|
(
δqaδsbÊpi Êrj + δsaδqbÊpj Êri − δrjδsaÊpqÊbi − δriδsbÊpqÊaj

)
|HF〉

Tomando en cuenta que:
〈HF|Êpi Êrj |HF〉 = 4δpiδrj

〈HF|Êpj Êri |HF〉 = 4δpjδri

〈HF|ÊpqÊbi |HF〉 = 〈HF|
[
Êpq, Êbi

]
|HF〉 =

δqb〈HF|Êpi |HF〉 − δpi�������
〈HF|Êbq|HF〉 = 2δqbδpi

〈HF|ÊpqÊaj |HF〉 = 2δqaδpj
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Finalmente. . .

Ecorr =
1
4

∑
aibj

(tab
ij + ta

i tb
j )
(∑

pqrs

gpqrs
(
4δqaδsbδpiδrj

+ 4δsaδqbδpjδri − 2δrjδsaδqbδpi − 2δriδsbδqaδpj
))

=
1
4

∑
aibj

(tab
ij + ta

i tb
j )
(
4giajb + 4gjbia − 2gibaj − 2gjaib

)
=
∑
aibj

(
tab
ij + ta

i tb
j

) (
2giajb − gibja

)
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Ecuaciones ligadas de cúmulos acoplados

Ĥ exp(T̂ )|HF〉 = ECC exp(T̂ )|Hf 〉 ⇒ exp(−T̂ )Ĥ exp(T̂ )|HF〉 = ECC|HF〉

Luego,

〈HF|exp(−T̂ )Ĥ exp(T̂ )|HF〉 = ECC

〈µ|exp(−T̂ )Ĥ exp(T̂ )|HF〉 = 0

〈µ| representa bras con excitaciones simples o dobles en
CCSD.

La expansión BCH es:

exp(−T̂ )Ĥ exp(T̂ ) = Ĥ +
[
Ĥ, T̂

]
+

1
2

[[
Ĥ, T̂

]
, T̂
]

+ . . .
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〈HF|exp(−T̂ )Ĥ exp(T̂ )|HF〉 = ECC
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Ecuaciones ligadas de cúmulos acoplados

Ω = [... [[A,Tn] ,Tn2 ] ...,Tnk ] = 0

si k > 2rA donde rA es el rango de Â. Como los rangos más
altos dentro de Ĥ es dos,

exp(−T̂ )Ĥ exp(T̂ ) = Ĥ +
[
Ĥ, T̂

]
+

1
2

[[
Ĥ, T̂

]
, T̂
]

+
1
6

[[[
Ĥ, T̂

]
, T̂
]
, T̂
]

+
1

24

[[[[
Ĥ, T̂

]
, T̂
]
, T̂
]
, T̂
]

Si T̂ = T̂1 + T̂2,

exp(−T̂ )Ĥ exp(T̂ ) = exp(−T̂2)
˜̂H exp(T̂2)

donde ˜̂H = exp(−T̂1)Ĥ exp(T̂1)
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˜̂H tiene el mismo rango de Ĥ

˜̂H = exp(−T̂1)

(∑
pq

hpq
∑
σ

â†pσâ†qσ + 1/2
∑
pqrs

gpqrs×(∑
στ

â†pσâqσâ†rτ âsτ − δqr
∑
σ

â†pσâsσ

)

+ hnuc

)
exp(T̂1)

=
∑
pq

hpq
∑
σ

˜̂a†pσ˜̂aqσ +
1
2

∑
pqrs

gpqrs

(∑
στ

˜̂a†pσ˜̂aqσ...

)
(11)

donde ˜̂b = exp(−T̂1)b̂ exp(T̂1) = b̂ +
[
b̂, T̂1

]
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˜̂H tiene el mismo rango de Ĥ

˜̂H = exp(−T̂1)

(∑
pq

hpq
∑
σ

â†pσâ†qσ + 1/2
∑
pqrs

gpqrs×(∑
στ

â†pσâqσâ†rτ âsτ − δqr
∑
σ

â†pσâsσ

)

+ hnuc

)
exp(T̂1)

=
∑
pq

hpq
∑
σ

˜̂a†pσ˜̂aqσ +
1
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˜̂H tiene el mismo rango de Ĥ

˜̂a†pσ = â†pσ +
[
â†pσ, T̂1

]
= â†pσ −

∑
iaτ

δστδpi ta
i â†aτ = â†pσ −

∑
a

ta
p â†aσ

y del mismo modo ˜̂apσ = âpσ +
∑

i

tp
i âiσ

Con lo que se demuestra que Ĥ y ˜̂H tienen el mismo rango.
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Ecuaciones ligadas CCSD de capa cerrada

[
...
[[

Â, T̂n1

]
, T̂n2

]
, ..., T̂nk

]
|HF〉

tiene rangos de exitación

k∑
i=1

ni − rA 6 s 6
k∑

i=1

ni + rA − k

Por lo que las proyecciones con las excitaciones singles y las
dobles son:

〈µ1|
(˜̂H +

[ ˜̂H, T̂2

])
|HF〉 = 0

〈µ2|
(˜̂H +

[ ˜̂H, T̂2

]
+

1
2

[[ ˜̂H, T̂2

]
, T̂2

])
|HF〉 = 0
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Conclusión

Se presentaron algunos fundamentos del formalismo de se-
gunda cuantización y su aplicación a la teorı́a de cúmulos
acoplados CCSD de capa cerrada.
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